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Предлагается простая модель для исследования влияния свойств тонких покрытий на характеристики упругого волно-
вода. Установлено, что выбором упругих свойств покрытий можно увеличить или уменьшить фазовые скорости сдви-
говых волн. 
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A simple model to study the effect of properties of thin coatings on the characteristics of elastic waveguide is considered. It was 
established that the choice of the elastic properties of the coatings can increase or decrease the phase velocity of shear waves.  
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Введение 
 Многослойные структуры находят широкое 
применение в различных областях механики для 
решения многих инженерных задач, связанных с 
защитой от коррозии, теплоизоляционными 
свойствами, повышенными прочностными ха-
рактеристиками, а также в ряде случаев слои-
стый композит является волноводной структу-
рой. Имеется большое количество литературы, 
касающейся исследований вопросов распростра-
нения волн в слоистых телах. Так в работе [1] 
исследуется плоская волна в вязкоупругом слое 
среды, установлен характер изменения диспер-
сионной зависимости скорости волны от часто-
ты. В статьях [2], [3] исследуется распростране-
ние волн в упругом изотропном слое в зависимо-
сти от граничных условий. Содержательный об-
зор по упругим волноводам приводится в статье 
В.В. Мелешко и др. [3]. 

В настоящей статье предлагается простая 
модель для исследования влияния свойства тон-
ких покрытий на характеристики упругого вол-
новода. Установлено, что выбором упругих 
свойств покрытий можно увеличить или умень-
шить фазовые скорости сдвиговых волн.  

 
1 Постановка задачи 
Рассмотрим в прямоугольной декартовой 

системе координат  , ,x y z  бесконечный трёх-

слойный волновод, который занимает область  
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Толщины верхних слоёв равны 1 2,h h  соответ-

ственно (рисунок 1.1), считаем, что выполняется 
условие антиплоской деформации 

 0,0, ( , , ) .u w x y t  
 

 
Рисунок 1.1 – Схема расчета 

 
 Уравнение распространения волн во внут-
реннем слое запишем в виде [4] 
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G – модуль сдвига,   – плотность 

материала слоя,   – двумерный оператор Лапласа. 
 Соответствующие уравнения для внешних 
слоёв удобно представить следующим образом: 
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 Здесь индекс 1i   относится к области 

10,5 0,5 ,h y h h    индекс 2i   – к области 
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2 0,5 0,5 ,h h y h       
23
i  – касательные напря-

жения, iG  – модули сдвига, i  – плотности ма-

териалов. 
Внешние границы волновода считаются 

свободными 
 2
23 0   при 0,5 ,y h   

 1
23 0   при 0,5 .y h h                (1.3) 

На стыке слоёв принимаются условия не-
прерывности перемещений и напряжений: 
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Найдем решения уравнения (1.1) для слоя, у 
которых отлична от нуля была компонента w и 
не зависела от z, что дает возможность построить 
дисперсионное уравнение для поперечной волны. 
 
 2 Дисперсионное уравнение 
 Будем искать решения краевой задачи в 
форме таких решений, которые гармонически 

зависят от времени, т. е. ( ) exp ,w f y ik x t
k

   
 

 

здесь k – волновое число, i – мнимая единица, 

V
k


  – неизвестная фазовая скорость в упругом 

слое. 
Уравнения (1.2) интегрируются по y в пре-

делах  2 0,5 ; 0,5 ,h h h     10,5 ;0,5h h h  соот-

ветственно. Ввиду малости толщин 1 2,h h  прини-

мается, что перемещения 1 2,w w  не меняются по 

толщине слоёв [5]. После чего используются гра-
ничные условия (1.3) и (1.4). В результате, урав-
нения (1.2) приводятся к следующим граничным 
условиям для уравнения (1.1) 
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 (2.1) 

 Таким образом, рассматриваемая задача 
волновода приводится к решению уравнения 
(1.1) с граничными условиями (2.1). Эта задача 
отличается от классических антиплоских задач 
плоского волновода [4] лишь усложнением гра-
ничных условий. 
 Общее решение уравнения (1.1) в виде гар-
монических волн известно 

   sin 1 cos 1
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w A k y B k y
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(2.2) 

где  2 2 2 2,t tk C C G      – безразмерный 

параметр, характеризующий квадрат искомой 
фазовой скорости. 

 Требование, чтобы решение (2.2) удовле-
творяло граничным условиям (2.1), приводит к 
следующей однородной системе алгебраических 
уравнений относительно произвольных постоян-
ных А, В. 
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 В (2.3) приняты обозначения 
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 Условие равенства нулю детерминанта сис-
темы (2.3) после ряда преобразований приводит-
ся к удобному виду 

    
   

1 2 1 2 1 2
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1 1 1 tg 1

1 1 1 0.

kh             

             
(2.5) 

Дисперсионное уравнение задачи одно-
слойного волновода со свободными от нагрузок 
границами получается из (2.5) либо при 

1 2 0,G G   либо при 1 2 0.h h   

 В частном случае слоя с одним покрытием 
[6]  2 0h   дисперсионное уравнение (2.5) уп-

рощается 

   1 1 11 tg 1 1 0.kh       
   

(2.6) 

 Уравнение (2.6) в длинноволновом прибли-
жении   1kh   имеет решение 

2
1 1

2
1 1

.
Gh G h

h hk



 

       (2.7) 

Из (2.7) следует, что наличие покрытия приводит 
к увеличению фазовой скорости волны.  
 Уравнение (2.6) в коротковолновом при-
ближении  1kh   имеет решение, удовлетво-

ряющее условию 1,   если 1 1.   Это утвер-

ждение следует из уравнения  (2.6) в приближе-

нии  th 1 1kh   

 1 1 11 1 0.      
             

 (2.8) 

Дисперсионное уравнение (2.8) есть урав-
нение поверхностных волн Лява в случае, когда 
слой, покрывающий полупространство, тонкий. 
Из (2.8) при пренебрежении величиной сдвиго-
вой жёсткости покрытия  1 1G h  получается ре-

шение известной задачи о поверхностных волнах 
в полупространстве при наличии инерционной 
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массы на поверхности [6], [7]. Если же в (2.8) пре-
небречь инерционной массой, то решение, удов-
летворяющее условию 1,   не существует. 

 
 3 Асимптотические зависимости и чис-
ленные результаты 
 Исследуем дисперсионное уравнение (2.5), 
численно в программном модуле определим за-
висимость фазовой скорости волновода от пара-
метров ,kh  ,ih  i  и получим некоторые асим-

птотические формулы. Для плоских слоистых 
волноводов волноводный эффект возникает то-
гда, когда скорость волны в покрытиях меньше 
скорости волны в основном волноводе. Возника-
ет вопрос: при каких условиях для покрытий с 
разными свойствами появляются волны с фазо-
выми скоростями, удовлетворяющими условию 

1?   Уравнение (2.5) имеет частный корень 

1.   Если разделить это уравнение на 1  и 

потом взять предел 1,  то получится уравнение 
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 Преобразуем это уравнение к удобному для 
анализа виду  
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 Рассмотрим пример для слоистого волново-
да с заданными геометрическими и физическими 
параметрами 2 1 2 1 2 1 2 1, , , , , , .h h G G      Введем 

соотношения  1, 2 ,i ih h i    тогда уравнение 

(3.1) можем записать в виде: 
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(3.2) 

с помощью, которого легко определяем условие 
возникновения фазовых скоростей, удовлетво-
ряющих условию 1.   Например,

 1 2 2,   
 

1 2 1 21.4,  0.1, 0.2, 1,h h h        то 4,33.kh   

Исследуем поведение фазовой скорости для вол-
новода при 0.kh   Из уравнения (3.2) имеем 
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
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               (3.3) 

На рисунке 3.1 представлены результаты 
решения дисперсионного уравнения (2.6) при 
различных значениях параметра kh. 

Анализ кривых (1) и (2) показывает, что фа-
зовая скорость практически не зависит от малых 
величин kh и из уравнений (3.3) можно найти эти 
величины, при которых появляются исследуемые 
волны. Например, для кривой (2)  3 .kh   Пре-

дельное значение   в случае kh   определя-

ется из уравнения  

   1 21 1 0.    
               

(3.4) 
 

 

 
 

Рисунок 3.1. – Дисперсия фазовой скорости 
распространения волны: 

1 – расчет для параметров 1 2 2,     

1 2 1 21.4,  0.1, 0.2,  1;h h h        

2 – расчет для параметров 1 2 0.2,  1.h h h    

 
Из уравнения (3.4) находим предельное зна-

чение   для представленного на рисунке 3.1 

примера. Имеем 0,714,   что подтверждается 

численным решением дисперсионного уравне-
ния. Если 0,kh   то расчет по уравнению (3.3), 
которое преобразуется в уравнение, независящее 
от kh дает значение 0,869.   

Пусть тонкие покрытия обладают одинако-
выми свойствами: 

2 1 2 1 2 1 2 1, , , .h h G G         

С учётом (2.4), (2.6) дисперсионное уравне-
ние (2.5) приводится к виду 

   
 

22 2
1 1 1

1 1 1

1 1 tg 1

2 1 1 0.

kh         

           
(3.5) 

Уравнение (3.5) имеет решение 1,   если 

1 1.   Реализован программный модуль для 

численного решения дисперсионных уравнений. 
В частности, при 1 1 12,  1.4,  0.1,  1kh        

имеем 0.897.   Уравнение (3.2) может быть 

условием возникновения фазовых скоростей, 
удовлетворяющих условию 1.   

 
Заключение 
Разработана механико-математическая модель 

определения сдвиговых волн для слоистого вол-
новода, проведено теоретическое исследование о 
влиянии свойств тонких покрытий на характери-
стики упругого волновода. Получены зависимо-
сти, определяющие фазовые скорости в изотроп-
ном слое с покрытиями с различными геометри-
ческими и физическими характеристиками. По-
строены асимптотические формулы, определяю-
щие зависимость фазовой скорости от частоты, 
т. е. дисперсию. Например, при задании осталь-
ных характеристик из (3.2) определяется   .kh


 

Следовательно, условием появления указанных 
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волн будет     .kh kh


  Расчеты проводились с 

помощью разработанного программного модуля. 
Результаты могут использоваться в производстве 
и в учебном процессе.  
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